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Résumé L' osillation du niveau du stok n'est pas souhaitable ar

elle engendre des pertes pour l'entreprise. Dans le as d'une in�ation

du stok, il faut trouver de nouveaux apitaux pour le stokage, la sur-

veillane et l'entretien de l'exès de prodution. Dans le as d'une dé�a-

tion du stok, le problème majeur est la perte des lients et la détério-

ration de l'image de l'entreprise ar elle est inapable de répondre à la

demande. On est don fae à deux aspirations antinomiques : avoir les

oûts de possessions les plus bas possibles d'une part et être apable de

répondre e�aement à la demande d'autre part. Les auses à l'origine de

l'osillation du niveau du stok sont multiples. L'une d'elles est le retard

qui est présent de façon inhérent dans une haîne logistique : les temps

de prise de déision, de fabriations et de transport sont à l'origine du

retard et par onséquent de l'osillation du stok autour d'un ensemble

de points. Devant l'impossibilité d'éliminer omplètement le retard d'une

haîne logistique, il est don néessaire de déployer une stratégie de ges-

tion qui assure la stabilité du stok. Nous développons ii une stratégie

utilisant une approhe système dynamique. Les onditions de stabilité du

stok sont alors établies en ombinant la théorie de la stabilité et elle

des systèmes dynamiques. En�n quelques as d'études sont fournis a�n

de montrer di�érents sénarios de stabilisation.

1 Introdution

Une haîne logistique (Supply Chain) est le transfert des produits et de l'in-

formation le long des proessus logistiques à partir de l'ahat des matières pre-



mières jusqu'à la livraison des produits �nis au onsommateur. La haîne d'ap-

provisionnement inlut tous les fournisseurs de servies et les lients. Les �ux de

marhandises irulent de l'amont vers l'aval et les �ux d'information dans les

deux sens.

L'optimisation de la qualité de servies qui permet de gagner de nouveaux dé-

bouhés, les gains de produtivité et de séurité, la mondialisation de l'éonomie

font de la gestion de la haîne logistique un enjeu stratégique.

À un très haut niveau, une haîne logistique omprend deux proessus ba-

siques et intégrés [8℄ : la plani�ation de la prodution ouplée à la gestion des

stoks et le proessus logistique ouplé à la distribution.

1.1 Plani�ation de la prodution et gestion des stoks

La plani�ation de la prodution onsiste en la oneption, plani�ation et

gestion des proessus de prodution. La gestion des stoks à pour objetif de

trouver des solutions aux problèmes suivants : déterminer la taille initiale des

stoks en ohérene ave les objetifs de l'entreprise (estimation de la demande

très probable de l'entreprise sur une ou plusieurs périodes, mesures des risques de

non réalisation des prévisions), atualisation des stoks et robustesses (résistane

aux perturbations : demande stohastique, problèmes de délais...)

1.2 Proessus logistique et distribution

Pour pouvoir délivrer des produits depuis l'entrep�t soit diretement soit in-

diretement jusqu'au lient, il faut pouvoir dé�nir des routes, des tournées ou

des iruits de distributions optimisés et dans le as ou elles existeraient pouvoir

les réorganiser suivant des ritères de oûts, apaité de véhiules, fenêtres de

temps...

1.3 Tehnique de modélisations d'une haîne logistique

Selon l'objetif visé, une haîne logistique peut être modélisée et analysée de

quatre façons [8℄ : modèle déterministe, modèle stohastique, modèle éonomique

et modèle de simulation.

� Modèle Déterministe

Dans e modèle, toutes les variables sont onnues et spéi�ées. On veut souvent

déterminer le meilleur planning de prodution pour minimiser des oûts, orga-

niser des iruits de distributions ; e sont souvent des problèmes d'optimisation



sous ontraintes. De tels problèmes étant en général NP − dur, les méthodes de

résolutions exates sont impossibles et l'utilisation d'heuristiques et de métaheu-

ristiques de plus en plus sophistiquées permet d'avoir des solutions approhées

intéressantes.

� Modèle Stohastique

Dans e modèle, au moins une variable est inonnue et suit une loi de probabilité

partiulière.

� Modèle Éonomique

Il s'agit d'un modèle théorique, qui o�re un adre de travail dans lequel les re-

lations entre un lient et ses fournisseurs peuvent être modélisées. Cela permet

ainsi au lient en fontion de son intérêt de hoisir quel type de relation est

intéressante ou désirable.

� Modèle de Simulation

De nature, une haîne logistique est omposé de plusieurs ouhes, reparties sur

plusieurs sites et ommuniquant entre elles. Le système à étage, le �ot bruité

d'informations, les retards et la mondialisation des éhanges rendent le système

réel inobservable ou di�ilement observable. La simulation ii permet don de

reproduire virtuellement le omportement d'un phénomène réel. On peut ainsi

observer l'évolution du système de façon plus générale, reherher des équilibres

globaux et étudier les onditions de stabilité du système omplexe.

1.4 Chaîne logistique et indiateur de perfomane

Dans la onstrution d'une haîne logistique, il importe de dé�nir des outils

d'analyses appropriés pour mesurer de façon préise l'e�aité, la préision et

la performane du système. La présene de tels outils permet ainsi de onstruire

des systèmes �ables répondant à des ahiers des harges validés par des experts

ou d'améliorer l'existant. On peut dé�nir des mesures ( ou indiateurs de per-

formanes) qualitatives et quantitatives.

� Mesures Qualitatives

Ce sont des mesures non numériquement mesurables, bien que ertains aspets

le soient. En voii quelques exemples :

1. la satisfation des lients est généralement le rapport qualité prix, la qualité

du servie reçu,

2. la �exibilité, apaité d'adaptation de la haîne logistique en as de �utua-

tion de la demande,



3. la gestion e�etive des risques, le degré de minimisation des risques enourus

par haque entité de la haîne ou du système.

� Mesures Quantitatives

Celles-i sont quanti�ables et desriptibles numériquement. Quatre exemples im-

portants de mesures de e type sont i-dessous présentés.

1. le taux de minimisation de oûts,

2. la maximisation des ventes,

3. la maximisation des pro�ts,

4. la stabilité du stok.

1.5 Le hallenge du stok

Le stok est un indiateur important pour mesurer la performane et l'e�-

aité d'une haîne logistique, es enjeux sont omplexes et tatiques à la fois

ar les autres indiateurs dépendent plus ou moins de sa dynamique d'évolution.

Dans une entreprise, on trouve des stoks à di�érents niveau : stok de matières

premières, stok de omposants, stok d'en-ours , stok de produits �nis et. La

di�ulté de la gestion des stoks réside dans le but d'aomplir deux aspirations

antinomiques : garantir un taux de prestation le plus élevé possible et avoir un

oût de possession le plus faible possible.

Le premier impose la néessité d'avoir des stoks les plus réatifs pour ré-

pondre de façon e�ae à la demande [6℄ réant don des oûts de possession et

le seond exige de minimiser les stoks et de les avoir le plus bas possible le risque

étant de ne pas pouvoir répondre à la demande e qui explique le paradoxe.

Régardons le sénario suivant qui illustre une di�ulté supplémentaire :

Dans une ompagnie, le déisionnaire hargé de gérer le stok observe elui

i ave attention. Dans un premier moment la demande des lients est onstante

jusqu'à l'instant t0. À partir de ette date, la demande roît. Objetivement et

néessairement, il faut répondre à ette demande. Après un temps d'observation

et de ré�exion τ1 pour être sûr que la demande reste à e niveau le déisionnaire

ordonne une ommande à son fournisseur plus importante que les préédentes

et à même de répondre au besoin. Les nouveaux produits ordonnés prennent

un temps τ2 pour être façonnés et ils arrivent en�n en stok après un temps de

transport τ3 depuis intensi�ation de la demande, il s'est éoulé un temps τ1+τ2+

τ3 avant que les nouveaux produits ne soient disponibles. Un problème survient



si à et instant, la demande à de nouveau baissé. Elle est devenue inférieure à

elle qui a motivé une forte ommande réant ainsi une augmentation du stok.

Une problématique supplémentaire réside dans le dimensionnement initial

des stoks fae aux inertitudes de la prévision des futures demandes qui sont

apriieuses.

Comme onséquene des problèmes i-dessus évoqués le stok subit une os-

illation soutenue et de grande amplitude ausant ainsi son instabilité.

Sahant qu'une augmentation du stok au dessus du niveau presrit lié à une

désadaptation de la prodution à la demande du fait d'une saturation de la pro-

dution rée des oûts importants (dévalorisation, emplaement supplémentaire,

destrution ou viellissement...) et qu'un épuisement du stok à des onséquenes

stratégégiques et éonomiques néfastes, il importe d'étudier et de omprendre la

dynamique d'évolution du stok a�n de prendre de bonnes déisions et de dé�nir

des règles qui permettent de le stabiliser.

1.6 Conlusion

Dans ette introdution, nous avons essayé de présenter une haîne logistique

de façon globale, nous avons présenté ses deux onstituants de base à savoir la

partie plani�ation de la prodution et gestion des stoks suivie de la partie

proessus logistique et distribution. Ensuite, nous avons dé�ni les indiateurs de

performane d'une haîne logistique qui sont de natures qualitatives et quan-

titatives. Il est ressorti de notre analyse que le stok est lairement l'un des

indiateurs de performanes le plus ruial, il y a don intérêt à omprendre sa

dynamique d'évolution. Tel est don notre but. Pour y arriver, dans la suite de

notre exposé, nous présenterons dans une première partie quelques outils ma-

thématiques et des dé�nitions qui nous permettront dans une seonde partie de

modéliser et d'étudier la dynamique du stok a�n de dégager des onditions de

stabilité du stok. Au �nal, on montrera omment ette arte de stabilité peut

être utilisée omme un outil d'aide à la déision à l'heure ou les systèmes à gérer

sont de plus en plus omplexe.

2 Mathématiques et modélisation de la dynamique

d'évolution des stoks

On appelle système un ensemble de relations établies entre les grandeurs

d'entrées, d'états et de sorties. Les sorties dépendent en prinipe de l'état du



système et de ses entrées. On distingue les systèmes selon divers ritères, ainsi

on parle de système ontinu ou de système disret, suivant la nature de l'axe des

temps. On parle de sytème linéaire, non linéaire, déterministe ou stohastique

suivant le ontexte mathématique de la desription.

Pour pouvoir étudier un système il est important de le modéliser. Cela

onsiste à munir le système d'importantes propriétés algébriques dans des es-

paes théoriques. L'objetif est de pouvoir rendre ompte du omportement du

système. On pourra dans ertains as faire appel aux représentations temporelles

ou fréquentielles des systèmes qui modélisent des phénomènes naturels.

L'étude d'un système modélisé sous une forme partiulière permet de proé-

der à une identi�ation. Elle onsiste à déterminer numériquement les paramètres

qui régissent l'évolution du système. Une fois ette identi�ation faite, on peut

faire passer le système d'un état initial à état �nal presrit en imposant aux en-

trées du système des valeurs partiulières ; on parle de ontr�labilité. L'évolution

du système vers un état �nal peut se faire en minimisant par exemple un ertain

ritère on parle alors de ontr�le optimal.

Très souvent, pour des raisons d'aessibilité, de disponibilté, d'entretien ou

d'enombrement le signal de sortie est déalé par rapport à elui d'entrée d'un

temps τ > 0 ; on parle alors de retard pur.

2.1 Transformée de Laplae

Soit f une fontion de la variable réelle x. On suppose que f

� est ontinue par moreaux sur tout fermé [0, p] ;

� est dé�nie pour x ≥ 0 ;

� véri�e |f(x)| < Ceax, (a,C) ∈ R ∗ R.

On appelle transformée de Laplae de f la fontion omplexe L[f(x)] dé�nie par

L[f ](s) =

ˆ ∞

0

e−sxf(x)dx, s ∈ C, ℜ(s) > a (1)

ℜ(s) : partie réelle de s.

L'appliation f → L[f ] est la transformation deLaplace de f.

Le �té attratif de ette transformation vient du fait qu'elle transforme

l'intégration (dérivation) en division (multipliation) fournissant ainsi un outil de

hoix dans l'analyse des systèmes dynamiques linéaires, en ramenant la solution

d'une d'équation di�érentielle à une solution d'une équation algébrique.



2.1.1 Quelques propriétés de la transformée de Laplae

Dans la liste de propriétée suivante, f et g désignent deux fontions de la

variable réelle x, (a, b) ∈ R
2.

Linéarité : L[af + bg] = aL[f ] + bL[g]

Produit de onvolution : L[f ∗ g] = L[f ] • L[g]

Dérivation : L[f ′] =
�+∞
0

e−stf
′

(t)dt

= [e−stf(t)]+∞
0 + s

�+∞
0

e−stf(t)dt

= sL[f ] − f(0)

Par réurrene, L[f (n)] = snL[f ] − sn−1f(0) − ...f (n−1)(0).

Cette dernière formule déoulant par réurrene de la préédente.

2.2 Fontion de transfert

Soit le système representé i-dessous tel que x soit son entrée et y soit sa

sortie.

Fig. 1. Représentation d'un système

On pose :

a0x(t) + a1
dx

dt
+ ...+ an

dnx

dtn
= b0y(t) + b1

dy

dt
+ ...+ bm

dmy

dtm
, (2)

Par la transformée de Laplae, on obtient :

L[x(t)] = X(s), L[y(t)] = Y (s), (3)

X(s)(a0 + a1s+ ...+ ans
n) = Y (s)(b0 + b1s+ ...+ bms

m), (4)

On appelle Fontion de transfert d'un système, le rapport entre la transformée

de Laplae du signal de sortie et de elui d'entrée.

T (s) =
Y (s)

X(s)
=
a0 + a1s+ ...+ ans

n

b0 + b1s+ ...+ bmsm
. (5)



La fontion de transfert dépeint la dynamique du système, elle n'est subor-

donnée qu'à ses aratéristique physiques. Pour un système donné, on a :

Y (s) = T (s)X(s), (6)

e qui donne

y(t) = L−1[T (s)X(s)]. (7)

Les solutions de l'équation Y (s) = 0 sont appelées Zéros de T.

Les solutions de l'équation X(s) = 0 sont appelées P�les de T.

2.3 Notion de stabilité d'un système

Il existe plusieurs dé�nitions de la notion de stabilité non équivalente les unes

des autres et de plus il existe une grande variété de tehniques pour étudier la

stabilité d'un système. L'intuition est elle-i : si un système au repos exité par

une impulsion de Dira revient à sa position de repos après un ertain temps on

dit que le système est stable.

� Théorème

Un système n'est stable que si tous les p�les de sa fontion de transfert sont

stritement à gauhe de l'axe imaginaire dans le plan omplexe.

Comme tehnique d'analyse de la stabilité d'un système, on peut énumérer

quelques méthodes suivantes : le ritère algébrique de Routh-Hurwitz, le ritère

de stabilité de Nyquist, le ritère du revers dans le plan de Blak, la théorie des

fontions d'une variable omplexes.

2.3.1 Stabilité des systèmes linéaire invariant dans le temps Soit un

système linéaire invariant dans le temps (SLIT) dérit par l'équation di�érentielle

suivante :

d2x(t)

dt2
+ a

dx(t)

dt
+ bx(t) = h(t). (8)

Cette équation permet d'illustrer l'intérêt de la transformée de Laplae. si x̂(s)

et ĥ(s) désignent respetivement les transformées de x(t) et h(t), on déduit de

(8) l'équation suivante

(s2 + as+ b)x̂(s) = ĥ(s) + (s+ a)x(0) +
.
x(0) (9)



Cela montre que x(t) dépend linéairement de h(t) et des onditions initiales x(0)

et
.
x(0), la solution de l'équation di�érentielle s'érit expliitement

x̂(s) =
1

s2 + as+ b
[ĥ(s) + (s+ a)x(0) +

.
x(0)] (10)

Par exemple, si on onsidère le système homogène ave h(t) = 0, et des onditions

initiales stabilisées,
.
x(0) = 0, on obtient

x̂(s) =
x(0)(s+ a)

s2 + as+ b
(11)

Le transfert entre ondition initial x(0) et l'état x(t) est sur ette exemple égal

à

T (s) =
s+ a

s2 + as+ b
(12)

Les p�les du sytèmes omme nous l'avons vu dans le théorème du paragraphe

(2.3), jouent un r�le très important dans la stabilité de la solution. Ces pôles

sont les zéros du dénominateur s2 + as + b, ii au nombre de deux. Lorsque

a2 ≥ 4b, on a deux p�les réels s1,2 = −a±
√

a2−4b
2 . Lorsque a2 < 4b, il y a deux

p�les omplexes onjugués s1,2 = −a±j
√

a2−4b
2 , j ∈ C. Dans les deux as les deux

p�les sont stables si a > 0, instables dans le as ontraire. Lorsque b = 0, on a

une simpli�ation du transfert, et x̂(s) = 1
s
x(0), d'où l'on déduit x(t) = x(0),

t ≥ 0. Si a2 − 4b = 0, on a une solution double d1 = d2 = −a
2 et l'on obtient

la solution suivante x(t) = (at + 2)e−
a
2

t, ave
.
x(0) = 0. Dans les autres as, on

obtient la solution sous la forme x(t) = Aes1tx(0) + Bes2tx(0), où A et B sont

données par s+a
s2+as+b

= A
s−s1

+ B
s−s2

, soit A = a+s1

s1−s2

, B = a−s2

s1−s2

.

En présene de retard ou de délai τ équation (8) devient :

d2x(t)

dt2
+ a

dx(t)

dt
+ bx(t− τ) = h(t). (13)

Après appliation de l'étude des p�les de (13), la transformée de Laplae, en

suivant une proédure similaire à l'exemple préédent, nous onduit à l'étude de

l'équation

s+ a+ be−τs = 0, (14)

On remarque que le délai τ de la desription temporelle de (13) est devenu

e−τs dans le domaine de Laplae .



Pour pouvoir analyser la stabilité de (13) il faut pouvoir déterminer le signe

des parties réelles respetives des raines de (14) e qui est NP − dur dans le

mesure où (14) à une in�nité de solution, onséquene de la présene du terme

transendantal e−τs.

Il est à remarquer que la onsidération de retards supplémentaires apporte-

raient pour haun d'eux une nouvelle dimension de taille in�nie dans l'analyse

de la stabilité omme nous le verrons par la suite.

Il importe don de dé�nir une proédure spéi�que d'analyse de stabilité

pour e type de problème. (Une telle proédure et un algorithme sont présentés

en annexe du doument) . Cette nouvelle proédure utilise notamment la théorie

des fontions d'une variable omplexe et les propriétés suivantes :

� les solutions de l'équation aratéristique de la transformée de Laplae d'un

SLIT sont des fontions ontinues des retards respetifs qui omposent le

système. Ainsi si η = {τ1, ..., τl} et si s est une raine de (2.17), s(η ± υ)

sera dans le υ − voisinage de s(η), pour υ ≪ 1, l ∈ Z+.

� La propriété de ontinuité des raines à pour onséquene le fait que la sta-

bilité du système ne hangera ave le retard que si les raines de l'équation

aratéristique traversent l'axe imaginaire dans le plan omplexe lorsque

le retard évolue.

2.4 Équation de la dynamique d'évolution du stok

La suprématie des méthodes de la reherhe opérationnelle dans les entre-

prises n'est plus à démontrer, elles sont généralement utilisées dans la deuxième

partie qui ompose le orps d'une haîne logistique à savoir la partie le pro-

essus logistique et la distribution, pour l'optimisation desquelles elles ont fait

leurs preuves. Toute fois, la première partie qui onerne la plani�ation de la

prodution et la gestion du stok, les longs temps de aluls, les di�ultés de

représenter la dynamique d'évolution des systèmes à retard pur, font souvent

lui préférer des modèles d'équations di�érentielles à temps ontinu qui grâe

à la théorie du ontr�le et de ses méthodes aujourd'hui éprouvées permettent

d'exprimer les aratéristiques fondamentales du système étudié et de plus per-

mettent aisément de passer d'un domaine ontinu à un domaine fréquentiel en

jouant le r�le de passerelle. Le domaine fréquentiel est partiulièrement intéres-

sant dans la mesure ou il o�re un adre de travail adapté pour des systèmes

à fortes osillations. Le leteur intéressé trouvera dans [5℄ une omparaison des



avantages et invonvénients de plusieurs tehniques de modélisations. Pour les

raisons évoquées i-dessus, nous utiliserons des équations di�érentielles à temps

ontinu dans la suite de notre exposé.

D'un point de vue physique, un stok peut être représenté omme un réipient

qui reçoit d'un �té (des marhandises, des produits,...) et qui perd de l'autre (

ahat des lients, onsommation,...). On le représente shématiquement dans la

�gure 2.

Fig. 2. Zone de stabilité ave variation des di�érents paramètres d'ajustements.



2.4.1 Heuristique de déision

Fae aux inertitudes liées à l'aspet stohastique des demandes et en onsidé-

rant les di�ultés évoquées plus haut liées à la gestion du stok, le déisionnaire

doit pouvoir dé�nir une politique d'approvisionnement laire et e�ae. Il doit

don posséder l'art de ombiner et de oordonner diverses ations pour atteindre

un objetif important : la stabilité du stok.

Dans les années 60, Jay Forester developpa au MIT un jeu de simulation de

r�le nommé � beer game �. e jeu permit de lari�er les avantages d'une approhe

intégrée pour piloter une haîne logistique. Il simule le �ux de matières et d'in-

formation dans un système de prodution-distribution, et met en avant l'e�et �

oup de fouet1 � qui orrespond à l'ampli�ation de la demande le long de la

haîne. De ette simulation, les faits suivants furent remarqués : avant de déi-

der d'un approvisionnement les partiipants prennent en ompte les prévisions

des futures demandes, le niveau atuel du stok et les en-ours de fabriation.

L'analyse a onduit Sterman [1℄ à proposer sous les notations qui vont suivrent

l'heuristique de déision présenté et étudié i-dessous.

I : Niveau du stok à l'équilibre.

i : Niveau du stok en fontion du temps.

L̂ : Estimation des demandes.

o : Demande.

pc : Flux de produits en entrée du stok.

pd : Flux de produits à fabriquer ordonné par le déisionnaire.

T : Fenêtre d'estimation

αi : Variable d'ajustement du stok.

αWIP : Variable d'ajustement de l'en-ours de prodution.

h : Délai de prodution ou de fabriation (lead time delay).

ĥ : Date de �n de prodution attendue.

pd(t) = L̂(t) + αi(I − i(t)) + αWIP (ĥL̂(t) −
ˆ t

t−h

pd(σ)dσ), (15)

L̂(t) =
1

T

ˆ t

t−T

o(σ)dσ. (16)

La loi qui gouverne la variation du niveau du stok est dé�nie par :

di(t)

dt
= pc(t) − o(t). (17)

1 Bullwhip



Comme expliqué plus haut, la réeption de nouveaux produits par notre

réipient (pc) est retardée du fait du temps de prodution (h) par rapport à

l'ordre de prodution (pd) donné par le déisionnaire,

pc(t) = pd(t− h). (18)

La �gure 3 représente sous forme de blo diagramme, omme 'est l'habitude

en automatique, l'ensemble de es relations.

Fig. 3. Blo diagramme : dynamique d'évolution du stok à un retard

En substituant (18) dans (17) et en di�éreniant (15), on arrive à l'équation

di�érentielle retardée suivante :

dpd(t)

dt
= −αWIP pd(t)−(αi−αWIP )pd(t−h)+(αWIP ĥ+1)

d ˆL(t)

dt
+αio(t), (19)

Di�érentions (16) et introduisons le résultat dans (19) on obtient alors

dpd(t)

dt
= −αWIP pd(t) − (αi − αWIP )pd(t− h) + g(t), (20)



où

g(t) =
1

T
(αWIP ĥ+ 1 + αiT )o(t) − 1

T
(αWIP ĥ+ 1)o(t− T ). (21)

on peut noter que la fontion g(t) est la partie non homogène de (20).

Nous avons préédemment parlé de trois types de retards inhérents à la nature

même d'une haîne logistique. Au retard dû au temps de prodution modélisé en

(18), on peut rajouter au modèle le délai de prise de déision (deision-making

delay) et le délai de transport (transportation delay). Cet ajout nous onduit

don au modèle à trois retard que nous allons maintenant présenter.

Soient h1, h2, h3 respetivement les délais de prise de déision, de fabriation

et de transport. Pour pouvoir ordonner la fabriation de nouveaux produits, le

déisionnaire à besoin d'un temps h1 de ré�exion pour mesurer l'en-ours de

prodution. Ce qui fait introduire la quantité suivante au modèle pe(t) et on a

ainsi la relation pe(t) = pd(t + h1). La durée de transport jusqu'au lient �nal

(stok) est h3 don pc(t) est retardée pc(t − h3). Les modi�ations préédentes

transforment (20) en

dpe(t)

dt
= −αWIP (pe(t− τ1) − pe(t− τ2)) − αipe(t− τ3) (22)

où, sans nuire à la généralité, h2 = h. τ = (τ1, τ2, τ3), τ1 = h1, τ2 = h1 + h2,

τ3 = h1 + h2 + h3. L'équation aratéristique de (22) est

f(s, τ) = s+ αWIP (e−τ1s − e−τ2s) + αie−τ3s (23)

La présene de trois retards nous amène trois dimensions in�nies à l'ana-

lyse de la stabilité à ause de la présene des opérandes transendantaux dans

l'équation aratéristique (23).



2.4.2 Interprétation des paramètres d'ajustement.

Nous avons deux paramètres d'ajustement à savoir αi et αWIP . Le Premier

est une onstante qui ajuste l'éart entre le niveau souhaité du stok ou niveau

idéal et le niveau atuel ou ourant du stok. 0 ≤ αi ≤ 1. De façon similaire le

seond ajuste l'en-ours de prodution.

αWIP ≤ αi, ar la variation du niveau du stok est plus importante et fai-

lement mesurable alors que elui de l'en-ours de prodution l'est plus di�ile-

ment ; l'information n'est pas toujours disponible, peut être bruité. La fration

β = αW IP

αi véri�e alors β ≤ 1. Elle mesure la prise en ompte par le déisionnaire

de toutes les informations disponibles dans la haîne de prodution. En terme

de αi et β et supposant par exemple g(t) = 0, (20) s'érirait par exemple

dpd(t)

dt
= −αi(βpd(t) + (1 − β)pd(t− h)). (24)

2.5 Conlusion

Cette setion fut pour nous l'oasion de présenter dans une première partie

quelques dé�nitions. Dans une seonde partie nous avons présenté des outils

mathématiques tels que la transformée de Laplae, les notions de fontion de

transfert, de p�les. Nous avons introduit quelques notions de stabilité et en

partiulier nous dérirons en annexe un algorithme d'analyse de système linéaire

invariant dans le temps (SLTI ). En�n dans dans une dernière partie, nous avons

introduit deux modèles (à un et à trois retards) aratérisant la dynamique

d'évolution du stok et une fontion d'ordre basée sur une heuristique. Dans le

prohain hapitre nous étudierons es deux modèles, l'objetif étant d'extraire

et d'identi�er les onditions de stabilité du stok.

3 Domaine de stabilité du stok et politique de gestion

Dans ette partie, les notations introduites dans le préédent hapitre reste

inhangées, les équations établies en (23) et (24) sont onsidérées. Pour des équa-

tions di�érentielles retardées, il existe deux types de stabilité : l'une dépendante

du retard (delay dependent stability) et l'autre l'autre indépendante du retard

(stability independent of delay). Nous présenterons des ritères de stabilité pour

l'un et l'autre.



3.1 Critère de stabilité : modèle à un retard pur

3.1.1 Stabilité indépendante du retard Le modèle à un retard pur est

asymptotiquement stable [5℄ quelque soient les valeurs prises par le retard h, si

et seulement si β ≥ 1
2 .

3.1.2 Stabilité dépendante du retard Le modèle à un retard pur est

asymptotiquemet stable [5℄ si β ≤ 1
2 et si le retard h est inférieur au délai

de prodution maximal h∗ dé�ni par la formule

h∗ =
arccos( β

(β−1) )

αi
√

1 − 2β2
. (25)

Ci-dessous un plan (�gure 4) représentant pour haque valeur de αi et β le retard

maximal pour lequel le stok est stable. e plan peut être onsidéré omme un

outil d'aide à la déision. On remarque les points suivant :

� Pour de plus petites valeurs de αi on peut avoir des retards plus impor-

tants e qui est tout à fait normal dans la mesure où le système répond

faiblement aux variations du stok dans es as préis. Même si on peut

avoir à ertains moment un épuisement du stok, on a la garantie d'être

protégé d'osillations nuisibles.

� β = αW IP

αi joue un r�le de hoix dans la stabilité que elle-i dépende ou non

du retard ; ette fration permet de mesurer le dégré d'importane aordé

par le déisionnaire au stok et à l'en-ours de prodution au moment de

sa prise de déision. La réponse optimale du système s'obtient pour β = 1

dans le as indépendant du délai. Cela signi�e qu'il faudrait aorder la

même importane au niveau atuel du stok qu'à l'en-ours de fabriation

au moment de ommander de nouveaux produits.

3.2 Critère de stabilité : modèle à trois retard purs

3.2.1 Modèle du problème à trois retards

L'équation aratéristique de la dynamique d'évolution du stok qui dérit le

modèle à trois retards est donnée par (23). Comme vu plus haut, ette équation

possède une in�nité de raines son étude néessite don d'utiliser une proédure

partiulière qui est présentée en annexe (Proédure d'extration de stabilité om-

mutant des hypersurfaes). Nous présentons i-dessous un exemple d'exéution

de et algorithme. Rappelons nous que l'objetif dans un premier moment est de
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Fig. 4. Zone de stabilité ave variation des di�érents paramètres d'ajustements.

dé�nir ψ̄ qui est une hypersurfae orrespondant à toutes les valeurs de délais

pour lesquels une raines de (23) est sur l'axe des imaginaires purs.

ψ̄ = {τ | f(s, τ) = 0, s = jw, τ ∈ R
3
+, w ∈ R+}. (26)

On �xe τ3, et on pose s = jw et résolvant l'équation (23) en terme de τ1 et τ2,

on obtient une ourbe τ ∈ ψ̄ telle que

f(jw, τ) =
1

αi
jw + βe−jwτ1 + βe−jwτ2 + e−jwτ3 = 0, (27)

On peut érire (27) omme somme de polyn�mes et obtenir

f(jw, τ) =
3

∑

k=0

Pk(jw)e−jwτk (28)



où τ0 = 0, rappellons aussi que w est une valeur de balayage borné à droite [3℄ et

peut prendre plusieurs valeurs numériques suessives, de e fait w est onnue.

L'exéution de l'étape nommée � step a � de l'algorithme 1, donne

P1ℜ(w) = β, P2ℜ = −β, P1ℑ = P2ℑ = 0. k = 1, 2 (29)

De l'étape � step b. � on obtient

e−jτkw = xk + jyk, k=1,2, (30)

|e−jτkw| = 1 ⇒ Ck = x2
k + y2

k − 1 = 0, k = 1, 2. (31)

En ombinant � step a. � et � step b. �, il déoule la relation

Γ0(w) + x2Γ1(w) + y2Γ2(w) = 0, (32)

où Γk(w), k = 0, 1, 2 et où

Γ0(w) =
1

αiβ2

(

αi +
w2

αi
− 2wsin(τ3w)

)

, (33)

Γ1(w) =
−2

β
cos(τ3w), (34)

Γ2(w) =
2

αiβ

(

αisin(τ3w) − w)
)

(35)

La ombinaison des résultats préédents donne

x1,2 =
−Γ0Γ1 ± Γ2

√

Γ 2
1 + Γ 2

2 − Γ 2
0

Γ 2
1 + Γ 2

2

. (36)

L'obtention de y2 s'é�etue en utilisant (31) ou (32). Puisque τ3 est �xé et

x2 = f(w), tant que x2 /∈ R,

on fait varier w et on realule (33), (34), (35) puis en�n (36).

De (30) on déduit

τk = − 1

w
(∠(xk + jyk) ± 2πmk) , mk ∈ Z

∞
+ , k = 1, 2. (37)

3.2.2 Stabilité indépendante du retard

Le Système (23) est stable indépendamment des retards si et seulement si,



� pour τ3 �xé, on a

0 ≤ αi ≤ π

2τ3
, (38)

et

�
(2αiβ)2

(αi)2 − 2αiwsin(wτ3) + w2
≺ 1. (39)

3.2.3 Stabilité dépendante du retard

L'obtention de la ourbe ψ nous permet de diviser le plan (h1, h2) en zone

stable et instable. Le déisionnaire peut don à haque instant, pour une valeur de

τ3 �xée, reonnaître visuellement les valeurs de h1, h2 pour lesquelles le système

est instable ou stable et de là prendre de bonnes déisions. Regardons l'exemple

i-dessous pour αi = 0.4 et τ3 = 7. Chaque ourbe d'hypersurfae représentée

sépare le plan en deux parties. La partie hahurée orrespond par ontinuité au

domaine des valeurs de h1 et h2 pour lequel le stok est instable et la partie non

hahurée orrespond au domaine stable.

3.3 Politique de gestion du stok

Plus haut dans notre propos, nous avons parlé du fait qu'il existait plusieurs

types de stoks (matières premières, en-ours de fabriations, produits �nis).

Dans une haîne logistique, les problèmes à résoudre sont souvent de natures

di�érentes : problèmes de transport , d'ordonnanement... Les entrées de es

problèmes sont des quantités physiques et le but 'est de trouver le moyen opti-

mal (moindre oup) de les distribuer ou les olleter pour le transport ou bien

dans l'objetif d'a�eter de façon optimale des tâhes aux ressoures de plus en

plus rares pour des problèmes d'ordonnanements. Ces quantités physiques font

lairement parties de l'un des types de stoks dé�ni plus haut. Cela orrespond

à l'intuition qu'on a de es phénomènes. En l'absene du stok, le proessus peut

s'e�ondrer ou s'arrêter. Le déisionnaire doit pouvoir prendre la bonne déision

au bon moment en orrélation ave les objetifs de l'entreprise, e qui néessite

un stok stable et robuste. La robustesse onsiste prinipalement en la résistane

aux perturbations extérieures qui peuvent a�eter le stok et auser par exemple

son instabilité. Cette tâhe est don ardue, mais elle n'est pas impossible omme

le montrent les résultats obtenus dans notre étude. Nous montrerons dans les

paragraphes qui suivent omment utiliser es résultats. L'organisation naturelle

d'une haîne logistique rée de façon intrinsèque au moins trois types de retard à



Fig. 5. Zones de stabilité ave ourbes hypersurfaes.

savoir le temps de prise de déision, le temps de fabriation d'un produit ordonné

par le déisionnaire après ré�exion et en�n le temps de transport. La présene de

es retards ajoutée au fait que le demande est stohastique, omplique le travail

du déisionnaire. Il est utile pour elui-i d'avoir un outil d'aide à la déision

qui puisse l'aider à mettre en plae une politique de gestion onduisant à une

régulation robuste du stok. Un outil d'aide à la déision est néessaire, dans la

mesure où il n'est pas évident pour le déisionnaire d'évaluer l'impat de l'en-

ours de fabriation, des délais de di�érentes natures et d'évaluer leurs e�ets sur

le stok sur une période plus ou moins ourte ou longue ou tout simplement sur

une période donnée, de façon dynamique. Négliger un retard ou ne pas le prendre

en onsidération peut onduire à un résultat opposé à l'objetif de régulation et

nuire à l'e�aité du système de prodution.



Exemple de gestion du modèle à un retard pur

Pour e modèle, nous avons présenté deux formes de stabilité l'une dépen-

dante du retard et l'autre indépendante. Celle indépendante du retard était ob-

tenue pour β ≥ 1
2 . Elle est la plus intéressante dans la mesure où elle introduit

une sorte de robustesse. Le temps de prodution peut varier indépendamment

de la stabilité du stok. Celui-i pourra alors subir une in�ation ou une dé�a-

tion mais �nira par se stabiliser dans le temps. Pour la stabilité dépendante du

retard, la �gure 5 permet au déisionnaire pour une valeur de αi donnée et pour

un β ≤ 1
2 de onnaître le délai maximal de prodution au delà duquel le stok

devient instable. Par exemple pour αi = 0.1 et β = 0.5, le délai de prodution

maximal doit être de deux semaines et demi.

Exemple de gestion du modèle à trois retards purs

Comme préédemment, il existe deux types de stabilité l'une dépendante

du retard et l'autre indépendante du retard. Pour la stabilité indépendante du

retard, les relations (38) et (39) permettent d'obtenir un domaine de valeurs

stables pour αi et β. Ainsi ave les deux valeurs ainsi alulées, le déisionnaire

peut ordonner une quantité de produits qui ne réera pas une osillation du stok

et qui sera en orrélation ave les objetifs de béné�es à atteindre. Par exemple

pour t3 = 8 semaines, on sait que 0 ≤ αi ≤ π
16 Sans nuire à la généralité,

hoisissons αi = 0.1. Déduisons onnaissant αi et t3 β de (39) e qui donne

β = 0.30. Le déisionnaire peut don sur la base de es deux valeurs ordonner

une quantité de produits qui ne auseront pas l'instabilité du stok.

Pour le as de la stabilité dépendante du retard, la arte (plan de stabilité) de

la �gure 5 permet de façon visuelle au déisionnaire pour αi et β donné et pour

un t3 �xé d'identi�er les les retards qu'il ne peut se permettre ou se permettre

en fontion de ses objetifs et ei de façon visuelle.

4 Conlusion

À la �n de ette partie, nous pouvons dire que sa ontribution est double.

Dans un premier moment, nous avons étudié la stabilité du stok en onsidérant

tour à tour le modèle à un retard puis elui à trois retard. La prise en ompte de

retards supplémentaires dans le dernier as a été pour nous l'oasion de montrer

sur un exemple l'algorithme d'extration de la stabilité d'un modèle à retards



purs, notamment en alulant la ourbe hypersurfae séparant les zones stables

et instables dans le plan omplexe. Le résultat de ette étude est un ensemble

de ritères de stabilité qui peut être regardé omme un outil d'aide à la déision.

En�n une appliation numérique est fournie pour illuster le raisonnement.

Annexe

Introduisons les notations suivantes :

ℜ(s) : Partie réelle de s, ℑ(s) partie imaginaire de s, τ ∈ R
l
+ retard de

dimension l, i =
√
−1, s ∈ C.

L'équation aratéristique d'un SLIT à délai multiple est

f(s, τ) = P0(s) +
l

∑

j=1

Pj(s)e
−τjs = 0, (40)

où Pj(s) 6= 0 est polynomial en s et à oe�ient réel. Sans perte de généralité,

déterminons la zone de stabilité dans le plan (τ1, τ2) en �xant τj j = 3, ..., l.

Soient les ourbe ψ̄(τ1, τ2) onstituées par l'ensemble des points (τ1, τ2,, w) ∈
R

3
+ solutions de l'équation

f(iw, τ) = P0(iw) +

l
∑

j=1

Pj(iw)e−iτjw = 0, (41)

Ces points sont les valeurs de (τ1, τ2) pour lesquelles les solutions de l'équation

(40) sont imaginaires pures. Pour pouvoir obtenir toutes les ourbes ψ̄(τ1, τ2),

on pose θ3 = τ3w omme paramètre de balayage. Sahant que

Ω = {w|f(iw, τ) = 0, τ ∈ R
l
+, w ∈ R+} (42)

possède une borne supérieure (R). on dé�nie θj =
τjθ3

τ3

, j = 1, ...l et (40) devient :

P0(i
θ3
τ3

) +

l
∑

j=1

Pj(i
θ3
τ3

)e−iτj
θ3

τ3 = 0. (43)

Appréions i-dessous l'algorithme qui va nous permettre d'extraire les ourbes

ψ̄(τ1, τ2), e qui, de part le phénomène de ontinuité sus-mentionné, permet de

déteter les zones de stabilité de (40).



Algorithm 1 Proédure d'extration de stabilité ommutant des hypersurfaes

step a. For dummy variable j=0,1,2, de�ne the real and imaginary parts of Pj in (43)
as :

PjR = ℜ(Pj(i
θ3

τ3
)), PjI = ℑ(Pj(i

θ3

τ3
)), (44)

step b. For dummy variable j=3,...l, all the terms in the summation orrespond to
a numerially known omplex number for a given sweep parameter θ3. therefore, we

distinguish them by de�ning the following
Pl

j=3 Pj(i
θ3

τ3
)e

−iτj
θ3

τ3 = χ(θ3)+iγ(θ3), where

the pair (χ(θ3), γ(θ3)) ∈ R
2 is only a funtion of the sweep parameter θ3. de�ne

e
−iτ1

θ3

τ3 = x+ iy, e
−iτ2

θ3

τ3 = u+ iv (45)

where x, y, u, v ∈ R. Sine τ1 and τ2 are unknow at the moment, so are the salars
x, y, u, v. Note also that the exponential terms on the left-hand side of (45) de�ne a
unit irle in C In other words the following holds

|e
−iτ1

θ3

τ3 | = 1 → x
2 + y

2 − 1 = 0 (46)

|e
−iτ2

θ3

τ3 | = 1 → u
2 + v

2 − 1 = 0 (47)

Following step a, b above, real and imaginary parts of equation (43) an be expressed as

A1

`

x
y

´

+A2 (u
v ) +

“

P0R+χ(θ3)

P0I+γ(θ3)

”

= 0 (48)

where AJ =
“

PjR −PjI

PJI PjR

”

and det(Aj) = P 2
JR + P 2

JI = |Pj(i
θ3

τ3
)|2 6= 0, j = 1, 2, sine

P1(s) 6= 0 and P2(s) 6= 0
step d. The problen at hand redues down to simultaneously solving the (x, y) and (u, v)
pairs from the oupled equations of (46), (47) and (48). From (48),the (x, y) pair an
be solved in term of the pairs (u, v) sine A1 is inversible.

`

x
y

´

= −A−1
1

“

A2 (u
v ) +

“

P0R+χ(θ3)

P0I+γ(θ3)

””

(49)

Bak substituting the (x, y)solutions from above into (46) yields

uΓ1(θ3,τ3) + vΓ2(θ3,τ3) + Γ0(θ3,τ3)

(det(A1))2
= 0 (50)

Interestingly, in the numerator of (50) the oe�ient u2 and v2 beome equal, with
help replae them using (47) and the oe�ients of u, v terms vanish whih results in
(50). Now that (50) is in terms of the two remaining unknowns (u, v), it possibles to
onurrently solve for (u, v) from (47) and (50) and one obtain u as

u1,2 =
−Γ0Γ1 ± Γ2

p

Γ 2
1 + Γ 2

2 − Γ 2
0

Γ 2
1 + Γ 2

2

(51)

By bak substitution, one an obtain the orresponding (τ1, τ2) pair from (49) using
(x, y, u, v)

τ1 =
−τ3
θ3

∠(x+ iy), τ2 =
−τ3
θ3

∠(u+ iv) (52)

the (τ1, τ2) pairs are those de�ning the ψ(τ1, τ2) urves.
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